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Novizie intorno al soggetto della memoria 


Si sa che la risoluzione di quistioni importanti dipende da una oppor- 
tuna determinazione delle costanti arbitrarie, le quali completano gli 
integrali delle equazioni differenziali lineari. Supposta un’ equazione di 
tal natura dell'ordine n"“, ordinariamente la determinazione di quelle 
costanti vuol’ essere regolala in guisa che, per un particolare valore as- 
segnato alla variabile, la funzione e le sue successive n — 1 derivate 
prendano valori anche assegnati; ed è nota la bellissima soluzione di 
questa quistione data dall' illustre Lacrange; soluzione da cui risulta 
che i valori delle costanti, i quali soddisfano alle condizioni prescritte, 
si hanno ne' numeratori delle frazioni parziali in cui può decomporsi 
una certa funzione fratta razionale , che ha per denominatore il primo 
membro della equazione algebrica di grado n da cui dipendono gl'inte- 
grali particolari su' quali è fondata la integrazione completa. Ma si sa 
del pari che questa soluzione è limitata esclusivamente al caso in cui 
le radici della detta equazione sono tra loro tutte disuguali. 

Dobbiamo tuttavolta osservare che lo stesso Lagra.nge avea cercato di 
estendere la sua soluzione anche al caso delle radici uguali: soluzione ve- 
nuta a nostra contezza per la circostanza singolare di possedere un vo- 
lume degli Atti dell' Accademia di Berlino, ov’essa è pubblicata; eh' è 
quello per l'anno 1775. Ma condotti per talune ricerche ad applicar le 
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forinole date a quest'uopo da quel gran geometra, disaccordi visibili nei 
risullamenli del calcolo ci fecero concepire il sospetto che potessero non 
essere esatte; ed il sospetto fu mutato in certezza dopoché, cercando a 
dimostrare quelle formole,che Lagiunge si limita soltanto ad accennare, 
trovammo di aver raggiunto una soluzione diversa, ma interamente uni- 
forme a quella data dal medesimo geometra pel caso delle radici disu- 
guali. 

Aggiungiamo che una quistione del tutto analoga a quella, della quale 
è parola, si trova nella teoria delle equazioni lineari a differenze finite; 
ed è propriamente a riguardo di queste ultime equazioni che fu data da 
Lagiunge la risoluzione della quistione di cui si tratta. 

Ignorando allora se fossero già fatte da altri le osservazioni che ab- 
Liamo presentate intorno a questa ricerche di Lagiunge, non avevamo 
omesso di assicurarcene per ogni via; ma le nostre indagini furono per 
buona pezza infruttuose. Però, non ha guari, volendo riscontrare una 
memoria del Paoli, tanto conosciuta da'geomclri, relativa alle equazioni 
a differenze finite ed alla partizione de' numeri, che trovasi nel secondo 
volume delle memorie della Società Italiana, ci venne a caso sott’occhio 
nel seguente volume terzo una memoria del Malfatti dal titolo — Delle 
serie ricorrenti — c non fu lieve la nostra sorpresa scorgendo che in essa 
quel distinto geometra Italiano comincia appunto dallo esaminare le for- 
mule già dette di Lagiunge, e le riconosce inesatte. Nè solo egli metto 
in vista il difetto, ma si è studiato a correggerlo ed a dare le formolc 
convenienti per la risoluzione della quistione. Ora un lavoro cosi inte- 
ressante del Malfatti sembra interamente ignoralo da’geomclri; ed è in- 
concepibile come ciò potesse verificarsi; tanto più che questa memoria, 
di presso a cento pagine, è quasi una continuazione di quella del Paoli, 
ed ha per oggetto principale i medesimi problemi sulla partizione dei nu- 
meri dal Paoli considerati. 

Se fosse lecito di pronunciare un motivo che abbia potuto influire a 
tener nell’ oblio questo lavoro dottissimo del Malfatti, noi dovremmo 
unicamente trovarlo nella esposizione alquanto pesante delle sue «icer- 
che, le quali per una parte fondano sopra induzioni , anziché sopra di- 
mostrazioni generali, essendo guidale dallo esame di molti casi partico- 
lari, il che impegna a calcoli prolissi , cui non è cosi agevole di seguire 
attentamente; c per altra parte sopra una specie particolare di algoritmo 
di derivazione, da lui espressamente immaginato. Ma lutto ciò nulla to- 
glie alla importanza delle sue deduzioni. 
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Intanto il pensiero che le osservazioni di Malfatti avessero dovuto ben 
giungere a cognizione di Lagrakce, ci spinse ad esaminare diligente* 
mente i volumi delle memorie dell’ Accademia di Derlino, posteriori a 
quello del 1775; c mal non ci apponemmo: chè nel volume pel 1792 ci 
venne fatto di ritrovare una nota che si rapporta all'argomento del quale 
è parola , e che ha per titolo: Sur l' ex sfrenimi du terme général des sè- 
ria récurrentes , lorsque l’ équalion génératrice a des racines égales — In 
questa nota, appunto provocata dalle osservazionidel Malfatti, Lagiiance 
dichiara la cagione della inesattezza incorsa nelle antiche sue formolc, 
facendo vedere essere ciò dipeso dall' aver Egli riguardato indipendenti 
quantità variabili che noi sono, c mostra come la soluzione debba ret- 
tificarsi. 

Ma quella nota, che pure sembra poco conosciuta dai geometri, offre 
una particolarità memorabile intorno alla vita scientifica del Grande Ana- 
lista, il quale in quel rincontro sembrò come punto che un altro avesse 
dovuto prevenirlo nel porre in rilievo la inesattezza delle antiche sue 
formolo. E di fatti la nota suddetta conchiude con un' altra bellissima 
soluzione della stessa quistione; ma, cosa singolare per Lagrange, men- 
tre Egli non fa che annunciare la nuova soluzione, senza darne alcuna 
pruova, come avea fatto nelle prime ricerche, questa volta invita for- 
malmente i geometri a dimostrarla, il che non era certamente nelle sue 
abitudini. Ma crediamo questo tratto troppo importante per non doverci 
dispensare dal riportare qui testualmente le sue proprie parole... « Ccs 
« formules soni un peu diflerentos de celles que j’avois données sans dé- 
« monstration dans le mémoire citò pour le cas de l’égalité des racines. 

« Je m’ élois apercu de leur inexactiludc après l' impression du mè- 
li moire, mais enlrainè par d'autres objels, j’avois toujours différé a re- 
ti venir sur celui-ci que je regardois commc moins importanti clj'ai été 
« prèvenu à cet ègard par un membro de la Societò Italiennc, Jean Fran- 
« cois Malfatti, qui a donnè sur ce sujet un savant mémoire dans le troi- 
« sieme tome du recucii de cette Societé. Comme 1’ analyse de cet’ au- 
lì teur est fori longuc et conduil à des resultats un peu compliqués, j'ai 
« cru devoir chercher a resoudre cette question d'une maniere plus di- 
« recte et plus conforme à la simplicité de la mélhode générale exposée 
« dans mon mémoire de 1775; c' est ce qui a occasionò Ics rccherches 
a précédentes; mais quoique les formules auxquelles je suis parvenu 
« ne paroissent rien laisscr a desirer pour la simplicité et la généralité; 
• néammoins, commc ces formules sont différentes pour les diflerentes 
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« cas de l’égalité de deux racines, de troia, de quatre, etc., on pour- 
« roit désirer encor uno formule qui rcnfermòl tous les cas; et voici celle 
« que j’ai trouvée, et quo je présente aux géomètrcs, en les invitarli à 
« la (Umontrcr directemcnt », 

Mei corso di queste ricerche avremo occasione da far conoscere e dimo- 
strare il teorema di Lagrange; ma ci sia lecito di aggiungere che, man- 
cando una storia di questo teorie, nò offrendo all’ uopo alcuna notizia i 
libri in cui si trattano siffatti argomenti, ignorammo per buona pezza se 
qualche geometra avesse corrisposto all'invito di LagrAnge; nè ciò può 
sorprendere nello stalo attuale della scienza. Però non ha guari, leggendo 
un cenno biografico di Jacobi , scritto da Dirichlet, ed insorito nel vo- 
lume VII degli Annali di Matematica del Tortolini (’), abbiamo appreso 
che il gran geometra di Ktinisberga esordiva la sua luminosa carriera 
scientifica appunto con la dimostrazione di quel teorema in una memo- 
ria pubblicata nel 1825, vale a dire 34 anni dopo la proposta di Laghan- 
ge, c che ha per titolo: Disquisitiones analyticae de fractionibus simjilici- 
bus. Ma tutte le ricerche furono vane per aver sott'occhio questa memo- 
ria di Jacobi, forse la sola non pubblicata nel Giornale di Crelle, c della 
quale non si ha notizia nelle nostre Biblioteche. 


0 Tradotto dal tedesco in italiano dal cliiarlsslmo professor Giovatesi Nuvt 


Digitized by Google 



- 5 - 


§ I 

Le ricerche di cui ci occuperemo esigono che siano dichiarate alcune 
proprietà di un sistema di funzioni dedotte con una certa legge da una 
funzione intera di una variabile: funzione che indicheremo con F(z), c 
supporremo: 

F (*)= P. P. +P-. *+P. . 

Se da questa funzione si sopprima l’ultimo termine, poscia i due ultimi, 
indi i tre ultimi, c cosi di seguito, finché rimanga il solo primo termi- 
ne, cd i resti si dividano ordinatamente per le potenze a, a’, a*, ... , a\ 
i quozienti formeranno un sistema di funzioni di gradi decrescenti n — 1 , 
n — 2,...', 1,0, l’ultima delle quali si riduce a p„, coefficiente del primo 
termine di F(a). Noi dinoteremo queste funzioni con la stessa caratteri- 
stica F adottata per la funzione da cui derivano, variandola però con in- 
dici, che ne esprimano i gradi, di modo che sarà: 

F.fo =P. 

F.t*) — P.* + P, 

il) F.(x) =p,s* -t-p,» +p, 

F — (*)=P.*"~ , -+-P.*'“‘+P.*'"’H (-P„_, 

Una prima proprietà di queste funzioni consiste in ciò che, se la fun- 
zione primitiva F(x) si divida per una potenza qualunque del binomio 
•r — a, essendo a una quantità arbitraria, il quoziente intero di questa 
divisione si può immediatamente esprimere per mezzo de' valori che pren- 
dono per x=a le derivate delle funzioni (1) di un ordine inferiore di 
un’unità al grado della potenza del divisore. Per dimostrarlo supporremo 
che Q, , Q,, Q,, etc: siano i quozienti interi provvenienti rispettivamente 
dalla divisione di F (j) per le potenze a — a, (s — a)\ (* — n)‘, etc: ; e sic- 
come il resto della prima di queste divisioni è espresso da F (o), avremo 
identicamente: 

IM = q.+IW. 

X — a x — a 

Ora quesfa equazione identica può con solo derivazioni rispetto ad a dar 
subito le espressioni degli altri quozienti Q, , Q,, etc: In fatti, riflettendo 
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che il quoziente Q, è funzione di a, se di quella equazione si prenda la 
derivata di un ordine qualunque », e quindi si dividano i due membri 
pel prodotto 1 . 2 . 3 . . . £ , indicando questo prodotto col simbolo n (i) 
(notazione la quale importa Il(o)=l), si avrà quest’ altra equazione 
identica: 


(2) 


(*-«r 







È manifesto intanto che l’ultimo termine del fattore binomio del secondo 
membro, a derivazioni eseguite, diviene un fratto il quale ha per deno- 
minatore Io stesso divisore del primo membro, e per numeratore una 
funzione di s di grado inferiore a quello del denominatore. In conse- 
guenza questo numeratore esprimerà il resto della divisione indicata nel 
primo membro; e da ciò risulta che il quoziente intero di siffatta divisione 
dee coincidere col primo termine del secondo membro; c siccome questo 
quoziente è rappresentato da Q,., si avrà: 


(3) 



Da un’altra parte bisogna osservare che il primo quoziente Q, è una 
funzione intera di z di grado n — 1 , ed è perciò della forma: 

Q, = 7, -""'+7. «■**•-+- 7, »*'*+■ ■ ■ ■ i 

ma essendo per la natura della divisione : 

7. =P. 

7, —P. a +P, 

7. =/>.«’ -t-P.o -4-t ». 


7»-i— P« 0 '~'+Pi° , ~ , -t-p,(i'’"’-f-...-f-p_, . 
a causa delle funzioni (1) sarà: 

7,— f i°l . 7,=F» : 

c quindi si ottiene: 

Q, = F. (a)x« ■+• F, (.) rV F.(«) *— F_ (a) . 

Prendendo ora la derivata i" di Q, rispetto ad a, e tenendo presente che 
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il valore di F-'(a) è nullo se s>r, in virtù della (3) si avrà la formola 
seguente: 

Q ‘-’ = ikl [ P ì M + F l.« (•) • • -t- F t-a (•) * + FI., («)] . 

la quale , ponendovi i=0, 1, 2, ctc: dì i valori di tutti i quozienti 

Q,, Q., Q., etc. 

Quando F(*) è divisibile per (s— a)''* si ha la formola: 


F[«) 

(*-«)- 



4- ?;.,(«)» — *-4- 


•••-*- Fj_,(a)j4-F;_,(a)J , 


vera pe’valori di > compresi nella serie 0, 1 , 2, . .. , ». Perciò, se * — a 
è fattore semplice di F(s), sarà: 


FW 

i — a 


=F.(a)*~+F,(a) 


=-+...+F^,(a| I+ F_ 1 ( a ) ; 


se quel fattore è doppio: 

j— = Fi (»)*—•-+- Fifa) 4- FL. («)*+ K_,(«) ; 
se triplo si avrà: 

= O [^ 1 °) F;(a) a" - * 4 - . . . 4 - FJ_, (a) M- F^_, (a)] ; 

e cosi di seguito. 

Un’altra proprietà dello funzioni (1) è un fatto semplicissimo dipen- 
dente dalla natura della derivazione. Adoprando, come è costume, il sim- 
bolo (i), per dinotare il coefficiente binomiale: 

*1» — 1)[> — — r4-l) 

1.2.3. ..r ’ 

notazione la qualo importa (i),=l , (»).=! , osserveremo che la serio 
(‘L. (»’-t-2)., etc: coincide con quella dei numeri figurati del- 
l’ordine », computando di 1° ordine i numeri naturali 1,2,3, Ciò 

premesso scriviamo in ordine inverso una qualunque delle funzioni (1), 
per esempio F^fa), che è di grado r, ed avremo: 

F,(») *4-p_t’4- .. . 

Moltiplicando uno ad uno i termini di questa funzione pe’primi r-t-1 


Digitized by Google 



— 8 — 

termini della serie de' numeri figurati di un ordine qualunque i, vale a 

dire per: , 

W. . (••+!), . <>+*). » • % » . 

si ha quest'allra funzione di grado r: 

e la proprietà che intendiamo di porre in rilievo consiste in ciò che que- 
sta funzione cosi formata equivale alla derivata »“ di quella tra le fun- 
zioni (1) che è del grado i-+-r, cioè della funzione F ,(z), divisa pel pro- 
dotto 1 . 2 . 3 . . . i ; in guisa che si avrà : 

. , F* (*) 

. • • -M'-t-r),pX= j-j-g • • 


§ Il 


Data 1' equazione differenziale dell’ordine n a coefficienti costanti : 


( 4 ) 




dy 


0 di 


si sa che il suo integrale completo dipende dalle radici dell’equazione : 


P( s )— p,s"4-p, -t-p..,*-+-p.=0 • 

Sia a una di queste radici che potrà essere o semplice o multipla. Se la 
radice è semplice la medesima darà all’integrale un termine della forma : 


dove A figura una costante arbitraria ed <b un valore qualunque partico- 
lare di x. Ma se la radice a è multipla, e pongasi di grado*, allora rap- 
presentata con X a una funzione indeterminata di x di grado * — 1 , e 
perciò affetta da * costanti arbitrarie, quella radice introdurrà nell' in- 
tegrale un termine della forma : 

a> indicando come prima qualunque particolare valore di x. Noi daremo 
alla funzione la forma seguente: 

f* V “ (x -vi*"* 

X,=A.- t -t-A..,(*— ®S-hA.., -h... + A, 1.2.3.. .(» — 1; 

in cui A„, A, , , .. , A m _, dinotano le * costanti arbitrarie. Quando *=1 
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questa formola si riduce ad X =1 , e si ritorna al caso delle radici sem- 
plici. 

Se si considera ua' altra radice , b per esempio , che sia multipla di 
grado p, scriveremo uniformemente X, per rappresentare la funzione di 
x di grado p — 1 , formata nella stessa maniera di X,; cd allora bisogna 
ritenere che le p costanti siano figurate con la lettera rnajuscola latina 
dello stesso nome della radice , variata con indici , e quindi con 
B„, B, , . , Bj_, . Questo sistema di notazione dovrà per tanto supporsi 
esteso ad ogni altra radice. 

Ciò premesso, chiamando a,b,c I le radici dell’equazione F(j)=0, 

per considerare il caso più generale, le supporremo multiple rispettiva- 
mente di gradi a, p,y, ...,X, essendo: 

ed allora l’ integrale generale dell' equazione (4) sarà : 

x, ,*>-*>+ . . .4-X/ 1 '-* 1 , 

contenendosi nel secondo membro le n costanti arbitrarie : 

l A, , A, , . . . , , 

\ B. , B, 


' L è j L, • • * • t 

Ma sotto forma più concisa potremo anche scrivere: 

(3) »=2X J ; 

la sommatoria dovendo intendersi estesa a tutte lo radici della equazio- 
ne F(j)=0. 

La quistione intanto che ci proponiamo di risolvere si 6 quella di de- 
terminare le suddette n costanti a condizione che, pel dato valore a> di 
x , la funzione y c le sue successivo n — 1 derivate prendano valori an- 
che dati: valori che per ordine dinoteremo con y oì y„ . .., , in guisa 

che sarà : 

(yL.„=y. , » (y).«=y. . > etc: ctc: 

ed in generale : 

(6) 


y, • 
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Ora !a soluzione di siffatta quistione si può comprendere nel seguente 
teorema, del quale daremo due diverso dimostrazioni. 

« Dalla funzione F(s) si deducanole n funzioni F.W. 

« le quali si moltiplichino ordinatamente pe’ dati n valori y„,y., 

« e pongasi : 

(7) *(q = y„F^ 1 U)-f-!.F„,t») + ...-t-y._,F l t»l-t-»...F.(') • 

« Posto ciò, se si decomponga in frazioni parziali la funzione fratta 
« |(s): F(»), i numeratori di queste frazioni esprimeranno appunto i va- 
„ lori delle costanti, i quali soddisfano alle condizioni prescritte; do- 
« vendo perciò quelle costanti verificare la relazione: 



t* — •)* + 




»■ . 





. . . 

• • • • 

■+■ ■ 


L, 

: —7-*-. 




Prima dimostrazione t 

Per dimostrare il teorema enunciato dobbiamo innanzi tutto cercare 
le equazioni da cui dipendono i valori delle costanti; ed a tale effetto 
prenderemo la derivata dell’equazione (5) di un ordine qualunque r, per 
poterne dedurre il valore che prende la derivata r“* di y nella ipotesi di 
j:=®; e cosi tenendo presente la relazione (6) si avrà dapprima: 

;•> ,,=i>r(2xy—' 

Da un’altra parte considerando le derivate i“ delle due funzioni X, ed 
g j ve( j r j gybjto che i loro valori per *=» equivalgono rispettiva- 
mente ad ed a’ ; e quindi, posto mente al notissimo teorema di 
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Lcibuilz relativo alle derivate di ordine superiore del prodotto di due 
funzioni, si troverà facilmente: 


= j— A,.,»"’ -h • 


rjr- l)„.(r-,+2) „ 

1 .aT.TV»— jj A “° 


Essendo ora necessario di rappresentare di una maniera concisa questa 
funzione di a ed r, la quale contiene linearmente le a costanti A, con- 
verremo di indicarla con V r ; di modo che usando il solito simbolo pe’ 
coefficienti binomiali, sarà: 


9 ) v -.,=A._ l « r 4-(r),A._ t a'-'-Hr). . .-(-(r),., A.a~« . 

Adunque, posto uniformemente: 

V,.,=C, C r .,e'-’-Hr),C,_,e-'-t- . . . +(r) r _,C,c~' ' 

«te: etc: etc: etc: 

risulterà: 

D^(X.«' > - 1 U=V..,, D;(X 4 .‘>-»>)^=V,,, >U=V„ , eie: eie: 

quindi per l'equazione (8) si ha: 

1,01 V-=V„+V,. r -t-...+V,,; 

e questa formola ponendovi successivamente r=0, 1 , 2, . * — 1 , dà 
le seguenti n equazioni: 


y. =v.„. 


4-. .-t-V, , 

v. =v. 


4-..4-V,., 

?. =v„.. 


4-..4-V,., 



•+■•• + V,._, 


equazioni le quali determinano linearmente le n costanti, e laquistione 
è ridotta alla loro risoluzione. 

A tale effetto coininceremo dal moltiplicare ordinatamente queste 
equazioni per le funzioni F,(*), e faremo la somma 
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de' prodotti. È chiaro che nel primo membro della somma si riproduce 
la funzione *(j), definita nella formola (7). Inoltre se si ponga; 

lt2) .-4-V..,F_,_ t (s)+...-(-V.^,F.(:) , 

o si ritenga che M t , M r , ... rappresentino espressioni somiglianti in 
b,c, il secondo membro sari la somma di M., M», . . . ; e si avrà in 
conseguenza: 

(13) .+M, ; 

ma importa di porro in evidenza la composizione determini di questa 
formola. ' 

Fermandoci adunque a considerare l'espressione di M, data nella (12), 
dovremo cercare i valori dello quantità , V_ , , eie:, i quali si ot- 
tengono dalla (9) dando ad r i valori successivi 0, 1.2,..., « — 1 ; e si 
ha in tal guisa: 

v , =A„_, 

v., =A..,«+(l),A._ l 
V ..« =à.-,a , +(i). A„_.a-f-(2),A„_, 


V„, = A._ ,a'-t- A a _,o' l + '),+A t .,« l -H'I,*..,., 


' -1 .,_i = A < _,a’ _l -4-(a — '+..+1» — 1).A*_,_,*" 1 H-(a — 

Se queste equazioni si moltiplichino ordinatamento per lo funzioni 
F,_,(*), F._.(*),. .., F 0 (s), e si faccia la somma de' prodotti, nel primo 
membro della somma si riprodurrà l'espressione di M, come si ha nella 
(12); c perù, so il secondo membro si supponga ordinato rispetto alle 
costanti A,_,, A._, A 0 , la detta somma avrà la forma: 

Per determinare l’espressione di pt, osserveremo che nella serie delle pre- 

o Si può osservare che nella serie diqarste espressioni la prima ha un termine solo, la seconda due, 
la terza tre, e cosi di seguito fino a quella che darebbe il valore di V d>au|a la quale conterrebbe per* 
ciò tutte le « costanti A*.,, A x _ a ,... , A |t A #> e l'esponente di 0 ne* loro ultimi termini è sempre 
aero. Egli è poi chiaro che ciascuna delle altre espressioni costerà sempre di a termini, e conterrà 
tutte le costanti; e da ciò poi segue clic nella serie delle seguenti espressioni di 
gli ultimi termini debbono sempre contenere la costante A 0 , ed essere rispettivamente affetti dalle po- 
tenze fl, O , ,0 , l ... (B’ 1 '*. 
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cedenti eguaglianze la prima a contenere la costante è quella che 
dà il valore di V. i( ; e perciò dovendo questa eguaglianza moltiplicarsi 
per messo per compendio: 

n — i — 1 = « , 

risulterà : 

»»= W j F,(*)-Hi-t-l) i F 1 ..(:|«+(i-t-2) ( F,_,|s)« , H- . . 4 - (*'+i),F,_ (:|a’-+- 

.. + (*— t),F,(j)o' . 

Siccome questa espressione di p, è una Funzione intera di z di grado t, 
si può supporre: 

(lo) r 4 -. '4-..+A, ; 

e per determinare in generale il coefficiente A, si osserverà che nella 
detta espressione la potenza z‘~* deve trovarsi solamente ne’termini che 
sono moltiplicati per le funzioni F^s) , F^ # (*}, perchè le ri- 

manenti F,__, (*)>•■•. F„(j) sono tutte di grado inferiore ad e — t. Ma 
i coefficienti di quella potenza nelle dette funzioni sono rispettivamente 
P,’ P.-t <?-«!•• • > Poi dunque si ottiene: 

*. = 1*')^.+ « -*- ('+2),p._,o*+ . . -I- (i-j-») ji. o’ . 

E manifesto intanto che si riproduce questa stessa espressione se i ter- 
mini della funzione: 

F»=P,-+-p,-,a+/>,-.a*+ • • • +P.°' 

si moltiplichino uno ad uno pc’ termini della serie numerica: 

Mi . (M-l), . (i+2), (i-M)i . 

che sono i primi termini della serie de'numeri figurati dell’ordine i; 
dunque, per la seconda delle proprietà dichiarate nel § 1, il valore tro- 
vato di k 4 sarà equivalente alla derivata i”“ di t-+-s, ?,.,(«), divisa pel 
prodotto 1.2.3...Ì; osi ha in conseguenza : 

Fj.» 

* 1.2.3...»' 

Questa formula, facendovi successivamente s=0, 1,2, ..,s, porge i 
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valori di lutti i coefficienti della espressione di p, data dalla (Ì5>; c peri 
essendo «=n — i — 1 , si avrà: 



F : » 
r-r~ì‘ 


f. 

1 . 2 ...» 


Ora, ricordando la prima delle proprietà dichiarale nel § I, si ricono- 
scerà clie il secondo membro dell’ultima equazione esprime il quoziente 
intero della divisione di F (a) per (s — a)’" 1 ; ma siccome questa divisione 
non dà resto finché i<«, perchè per ipotesi (z — o)“ è fattore di F(z) , 
ne segue che per tutti i valori di » compresi nella serieO.l ,2, — 1 

sussisterà la forinola: 



la quale a sua volta definisce i valori dc’coefficicnti della espressione di 
M data nella equazione (14); di modo che si ha in fine: 



(z — 



Espressioni somiglianti si otterrebbero evidentemente per M (1 M f , etc: ; 
e quindi in virtù della formolo (13) si avrà: 


*(«! 



*-■ 


s — a 


(=-«) 


Bz-. 

, . ». 


(*-*/ 

<*—*)’ 


!•*-. 



(s -lì' 

(- () 


•] 


Dividendo i due membri di questa equazione per F(z) si riproduce la re- 
lazione annunciata nel teorema, il quale resta in tal guisa completa- 
mente dimostrato. 

Segue per tanto da questo teorema che la determinazione effettiva 
delle costanti A,, A, A M va interamente rimessa alla teorica della 
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decomposizione delle funzioni fratto ; e con ciò la quistionc è perfetta- 
mente risoluta. Cosi, messo per compendio: 


F(*)=t*-«r/W 


si potrà far capo dalla forinola conosciuta: 



.tw 

■fi») 


la quale dà i valori di tutte le * costanti, non esclusa A 0 , perchè 
n (0)=1 . Ma pel calcolo numerico sarà forse più opportuno di far di- 
pendere questi valori gli uni dagli altri, ricorrendo alle forinole ben co- 
nosciute: * 

*(«1 =/(« | A. 


+'<«) =rw 

f» _/>) 

1.2 1.2 

r.a) _ ri») 

1 .2.3 1.8.3 


A,-(-f|a) A, 

A.+rio) A ,+ /•(«) A, 
ria) . 

A # -t- p-g (a) À,-f- f[a) A» 


etc: etc: etc: eie: 


La ricerca della quale ci siamo occupati perde ogni difficoltà quando 
l’equazione F (*) = 0 non ha radici uguali. In questa ipotesi l'integrale 
completo della equazione 4) si riduce ad : 




quindi invece della forinola |I0), dalla quale dipendono in generale le 
equazioni che determinano le costanti, nel caso attuale si ha l’altra as- 
sai più semplice: 

y , — Aa'-f- DA'-}- . . + UT ; 

e questa, dando ad r i valori successivi 0, 1, 2 » — 1 , porge su- 

bito il conosciuto sistema di equazioni: 

1, — — A h-B +.. + L 
y, =Aa -(-B b -+-..-I-U 
y, =Aa* +M' +..4-U* 


Per risolvere queste equazioni si possono tenere diverse vie; ma lo stesso 
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metodo che abbiamo seguito pel caso generale divione ora semplicissi- 
mo. In fatti , moltiplicandole ordinatamente per le funzioni F,_(s , 
F t [z) F„(*), o facendo la somma de’ prodotti, nel primo membro 
della somma si riproduce la funzione '!>.*); c quindi, posto. 

N,= F„_, (s) -+- F_,|z) » + F„_, |r|o*4-..-t-F 0 (2|a' 
etc: eie: etc: eie: 

si avrà: 

* ^( 5 ) = ..-4-LN; 


Ora l’espressione supcriore di N„ equivale al quoziente di F(«) divisa per 
a—*; ma questo quoziente è identico a quello di F(») divisa pors— a; 
dunque risulta: 


N,= 


F{«) 




e si ha perciò : 

H»)=F(s) 

ovvero: 

^(i) A B 

F (t) s—a z — 6 " + " ' 



L 

*— i ’ 


In questa formolo ò riprodotto il teorema precedente, limitato al caso 
delle radici disuguali; ma quindi vedesi che la determinazione delle co- 
stanti procedo sempre nella stessa maniera, qualunque sia la natura 
delle radici deH'equazionc F(c =0. Quando tutte le radici sono disu- 
guali per le teoriche della decomposizione delle frazioni i valori delle 
costanti A, B, etc: sono definiti dalle formole: 


itC) 


. _ 

F» 


B *< 6 > 

B = F(6i 


L — 


m . 

F' il) ’ 


cd è appunto in queste formole che consiste la soluzione fiata da La- 
grange del precedente sistema particolare di equazioni lineari. 
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Seconda dimostrazione 


Supporremo qui ritenuta la parto inizialo della precedente dimostra- 
zione diretta a stabilire la formula: 


(*7| 


Vr — + V,„ 


da cui dipendono le equazioni (li) che determinano le n costanti, od os- 
serveremo elio lo espressioni di V.,.,, Vi,,, eto. si possono mettere sotto 
la forma: 


(18) V 


*r<r-r...(r— i+2 £ r<r— 1 ) — fr— i-r-S) 

1 ,2...(i-r-l) f* 


B^.etc: 


Posto ciò, derivando r volte di seguito la (i), si ha l'altra equazione: 


Po 


<T'y 


<r r - y 


S'y <fy 


itx 




dx r ' 


‘ dx r 


la quale, ponendovi x=oa y per le notazioni convenute diverrà: 

( ,9 1 . 

Questa equazione, che ha luogo per tutti i valori interi e positivi di r, 

compreso ij zero, fa si cho le quantità y,,y t ,y formino una .serie 

ricorrente dell'ordine n. In questa serie, a causa delle n costanti arbi- 
trarie contenute nella espressione di y r data dalla (17), i primi n termini 
y 0 , !/■>••• , !l_i possono esscro dati arbitrariamente ; ma ora andremo a 
dimostrare che, se i loro valori sono qnelli che si suppongono dati per 
la determinazione delle costanti, allora sviluppando la funzione fratta 

ne' coeffi- 
cienti di questo sviluppo , di modo che dovrà essere in tale ipotesi- 



Per dimostrarlo osserveremo innanzi tutto che la funzione ${s) definita 
nella (7) si può scrivere come segue : 

+( 5 ì=p.y.**' , +!p,y,+p,y.!* ,_ *-+-(p.y,+i>.y,-t-p.y.)s^ , -t-...-t- 

-Hp.y„-.+p,y„-.-t- • • -+p^.y.) 

a 


■) 


pTj in potenze decrescenti di z , la detta serie sarà riprodotta 
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ma posto per compendio: 

9. =P.J. 

i, =p.y. -+-P.y. 

iti) < ?, =p.y. -t-p.i. +pj. 


9^.=pj»—+p.y—+- p. .»• 

si avrà più concisamente : 

Ora siccome il grado di ^(s) è inferiore di uno al grado di F(s), lo svi- 
luppo di in potenze decrescenti di « convincerà col termine affetto 

da - , e quindi si può supporre: 

»'t*) P ,»’+P , 1 ** " 

Per determinare i coefficienti osserveremo clic si ha identicamente: 

laonde sviluppando il prodotto, ed uguagliando i coefficienti delle po- 
lenze simili di x ne’due membri, si ottengono le relazioni : 

/ 9. =P.“. 

1 9, —P.«, +P.“o 

(*9! ' 9, =p»« ( -+-P,», +p,u. 


9»-, =P.“ -,+P, ■ ■ ■ +P-, U » 
o —r.u, -t-p,«^ 1 4-...-t-p..,«, 
0 =P.«*„. i+P,“» 


e generalmente per qualunque valore intero e positivo di r maggiore di 
n — 1 si avrà: 

0=P.»,.,-t-P, • • ■ -+-P„», . 

Si rileva da questa equazione che le quantità » 0 , u,, ... formano, al 
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pari delle altre ij 0 , y,, una serie ricorrente dell'ordine n, la quale 

dipende dalla stessa equazione generatrice F(z); ma affinchè le due se- 
rio possano essere coincidenti è necessario che i primi n termini dell'una 
siano uguali a' primi n termini dell’altra. Ora ciò segue appunto dal con- 
fronto delle equazioni (21) con le (22), le quali danno evidentemente 
ij 0 =u„, ;/,=«, , . . . , e con ciò resta dimostrato lo sviluppo 

* . $ M 

della frazione come si è supposto nella (20). 

Bisogna intanto osservare che lo sviluppo della stessa frazione si può 
ancora ottenere decomponendola in frazioni parziali , c cercando i loro 
particolari sviluppi. Essendo a,b,..., I le radici dell’equazione F(s)=.0, 
multiple rispettivamente di gradi a, X, la decomposizione con- 

durrà ad un risultamcnto cui può darsi la forma: 

*fcL + £J5=i. + . 

F(s) ■fq*— «)' ,'(*—»)' ,'(»—/)’ 

o quindi y r , coefficiente della potenza s - "’ 5 nello sviluppo discendente 
del primo membro, sarà uguale alla somma de' coefficienti della stessa 
potenza ne’ sviluppi somiglianti di tutte le frazioni che compongono il 
secondo membro; laonde, se si dinota con V ’ tr il coefficiente della detta 
potenza nello sviluppo della prima sommatoria, con V) r quello della 
medesima potenza nello sviluppo della seconda, e cosi di seguito, si avrà: 

l 23 ) y.=v;. r -4-v;., + ...+v;.,. 

Siccome la frazione sottoposta al primo v equivale ad A i_,(s — a)", si 
troverà facilmente per la formola dol binomio che la potenza ha per 
coefficiente: 


e quindi risulta : 


v: 


*"( r — 1)... fr — <-t-2) . 

— r, — v . — “ 


i r(r — 

A * ‘- 


Questa espressione VL ò ciò che diviene quella di V - r data nella prima 
delle (18) mutandovi solo A*_, in A^_,; ed ò evidente che analoghi ri- 
sultamene si otterrebbero per gli altri termini del secondo membro della 
equazione (23). Ora dovendo questa equazione sussistere per qualsivoglia 
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valore intero c positivo di r, avrà luogo in particolare per r=0, 1,2,..., 
n — 1 ; c da ciò seguo cho i numeratori A', B\ ole. delle n frazioni par- 

* ti J 

ziali, nelle quali è decomposta la frazione j. verificano le n le equa- 
zioni lineari: 

S. 

y. -t-v;., H-...+v; , 


Ma queste equazioni sono ciò che divengono le (11) mutandovi rispetti- 
vamente le A, B, etc. in A', B', eie.; dunque i detti numeratori verifi- 
cheranno ancora le equazioni (11); o in altri termini si avrà general- 
mente A’ = A) ; B' = B, , etc.; c con ciò resta riconfermato il teorema 
che tratlavasi di dimostrare. 


§ IH 

Nella teoria delle equazioni lineari a diflerenzo finite si ritrova una qui- 
stione interamente analoga alla precedente; ed ò questa propriamente 
quella che ha formato il soggetto delle ricerche di Lacrancis nelle due 
memorie del 1775 c 1792 citate tra le notizie premesse al presente lavo- 
ro. Sia l’equazione linoarc dell'ordine n : 


i' 24 > ,+p.y,=o , 

dove r figura la variabile, e p,, p, ,. ..,p m quantità costanti. È noto che 
il suo.intcgrale completo dipende ancora dalle radici dell'equazione: 

F (*) = P.*"- • • • +P,-,-+p.=0 . 


Ora, dinotata con a una di queste radici, la medesima, se semplice, darà - 
all'integrale un termine della forma Aa r , indicando A una costante ar- 
bitraria; ma so multipla di grado a, essa introdurrà nell’integrale un’es- 
pressione della forma: 


r{r- 1) 

1.2 


r(r-l)...(r-«+2) 1 


nella quale A„, A, A w figurano * costanti arbitrarie. Questa es- 
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pressione non è diversa da quella precedentemente indicata da V^; e 
però ammettendo cho le radici a, dell’ equazione F(s)=0 siano 

multiple di gradi «,/3,...,X, l'integrale generale della (24) sarà es- 
presso da : 

(25) »,= V„.,-+-V,„-4-. • -+V,., , 


coincidendo cosi esattamente con la formula (10). 

Ciò premesso, siccome questa espressione di tj r contiene n costanti 
arbitrarie, possiamo proporci di determinarle in guisa che la medesima 

debba, assumere n valori assegnali y„, y n _ t , quando la variabile 

r si fu rispettivamente uguale a 0, 1,...,n — 1. Ora queste condizioni 
ci riconducono di nuovo al sistema delle equazioni (11;, e per conse- 
guenza alla medesima soluzione; di modo che anche nella quistione at- 
tuale i valori delle » costanti : 


A, , A A_, , B. , B, , ... , I . , L, 


si avranno ne’ numeratori delle frazioni parziali in cui si decompone la 
funzione fratta , nella quale il numeratore ^ (i) è sempre la funzione 


istessa definita dalla formula (7). 

Quando le radici di F(s)=0 sono tutte disuguali la formola (25) si 
riduce ad : 


y, — Au -f- B/f 4* . • • 4* Li J 


in tal caso i valori delle costanti sono 
tcgralc diverrà: 


V,= 



F'(ir) 


quelli già dati nelle (IO), e Fin- 

F...A 

F't ') 


Riflettendo clic le quantità y 0 , y lt . . . , y__ t , da cui dipendono i valori 
come sopra determinati delle n costanti arbitrarie, sono esse stesse in- 
teramente arbitrarie, si comprendo che in ogni caso 6 lecito di supporre 
che nella forinola (25) le dette costanti abbiano precisamente i valori 
che risultano da siffatta determinazione, senza che perciò quella formola 
perda la qualità di integrale generale della equazione (24), a patto però 
che si ritengano come costanti arbitrarie le stesse quanlitàjf,,,^,, 

Ma, ciò supposto, è chiaro che il valore di y r diviene il termine generale 
di una serie ricorrente che ha per generatrice l’equazione F(s)=0, ed 
i eui primi n termini sono appunto y. , y „ . . . , y ; ed andremo a ve- 
dere che in tal caso l’espressione di y r , o meglio le espressioni delle sue 



22 

parli V r , V, r ,..., V,, sono suscettibili di una rimarchevole trasforma- 
zione, {imitandoci a considerare la prima di esse V >r , imperciocché le 
conchiusioni si estendono uniformemente a tutte le altre. 

Si è gii veduto che l’espressione di V., si può mettere nella forma: 


(26) 


v ■ ri’-Q.-fr-f+Sl n— 

*- r- t-a- (•-!) 


Posto ciò, siccome F(s) è divisibile per (: — a)*, chiamando /(*) il quo- 
ziente, sarà: 

;27) *■(*)=(* — <•)“/(*) : 

quindi la frazione, che va decomposta in frazioni parziali, diviene: 

l i a) _ ♦(*) . 

F(x) _ («-o ; VW ’ 


ed i valori di A, , A, si avranno dalla formola : 


A 1_D-^ 

* fa) 


dando ad m i valori 0, i , 2,... , * — 1. Così si ottiene: 


D--ÌW; 

1 .2... («-«) A») 


A. ,= 


ed in conseguenza la formola (26) si traduce facilmente nell'altra: 


V = 


1 




1)7' 1.2...(* — 1) 


|V(r — t)...(r— i-t-2 o'—'Jd 


/(«)' 

De’trc fattori che sono in vista sotto il segno 2 ‘I primo è il coefficiente 
binomiale di rango i relativo all’ esponente « — 1 j il secondo è la deri- 
vata di ordine i — 1 della potenza a, ed il terzo è la derivata di ordine 
a — i del Tratto quindi, richiamandosi al teorema già ricordato sulle 

f' a ) .... 

derivate di ordine superiore del prodotto di due funzioni, si riconosce che 

d) 

la sommatoria equivale alla derivata di ordine * — 1 del prodotto I 
e con ciò il valore di V verrà trasformato in : 


(28) 


V 


D* 


.,+(«)„ 


1; fa) 

In luogo della funzione f si può nel secondo membro introdurre la 
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funzione originaria F. In Tatti, se s'indica con f una novella variabile, 
e nella ( 27 ) si ponga 2=o-W, si ha: 

(29) F [a+t)~ »*/■(“+«) . 


Ed essendo a una radice multipla di grado * dell’equazione F(z)=«, 
per 2=a si annulla la funzione F(z) e le sue prime a — 1 derivate; di' 
modo che, se i due membri dell’ eguaglianza precedente si sviluppano 
col teorema di Taylor, il secondo sarà al pari del primo divisibile per 
<*; quindi soppreso questo fattore, ed eguagliando in seguito i termini 
che nei due membri sono indipendenti da 2, verrà: 


F» 

1.2... a 


=/» • 


ed in virtù di questo valore di f(a) la formola ( 28 ) diverrà: 


V..„=r 


1. *...(— 1J 


D*- 


♦ («) , 

b **!<■) 


Ora questa formola riassume quelle date da Lagrange per esprimere la 
parte del termine generale di una serie ricorrente dovuta ad una radice 
multipla dell’equazione generatrice. Egli infatti sviluppa successivamente 
i casi in cui la radice a è 0 doppia, 0 tripla, 0 quadrupla, etc. , vale a 
dire i casi in cui si ha a eguale 0 a 2 , 0 a 3 , 0 a d, etc., e trova: 


per «=2 , 

< 

X 

II 

D f 

per «=3 , 

V„= 

*•* tb F » 

per «=4 , 

V„= 

1 p. *(«) 

1.2.3 _±_Ftvf a \ 

etc: 

etc: 

: etc: 


o r 


e queste formolo coincidono appunto con quelle dell'illustre Analista. 

Intanto, dopo aver dato queste formole, Lagrange soggiunge le parole 
riportale nelle notizie da noi premesse alio presenti ricerche; e quindi 



— 24 — 

annuncia ne’ seguenti termini il teorema che propone a dimostrare, c 
del quale ivi è menzione. 

« Je l'ais pour abréger $ (a) .a'—0(a), 6(a) dénotant, comme l’on voit, 
« unc fonction donneo de a. Je considerc ensuitc la formule: 


S(») + + »>)+... 


» et après l’avoir dùveloppéc cn serie suivant Ics puissances ascendantes 
« de t, je no rcticns que Ics termos ou t ne se Iruuve point, cn rejetant 
« ceux qui so trouveront di visus ou mulfipliès par des puissances de t\ 
« je dis que ecs termes seront ccux de l’expression du terme génòral j, , 
a qui provicndront de la racine a, soit que celle racine soil una racine 
« simplc , ou doublé , ou triple, etc. ». 

Ora questo teorema discende ancora immediatamente dalla forinola 
f28) ; ma prima di dimostrarlo sarà opportuno di modificare alquanto l’e- 
nunciato di Laciia.nge. E evidente in primo luogo che il numeratore della 
formolo (30) non è clic lo sviluppo in potenze ascendenti di t di 9(a-t-/), 
c però anche del prodotto Inoltre è chiaro che, se il de- 

nominatore della formolo istessa si moltiplica per/, allora il termino 
indipendente da t nello sviluppo di quella forinola, in virtù della intro- 
duzione del fattore t nel suo denominatore, diverrà il coefficiente della 
potenza ì; ma frattanto per la introduzione di un tal fattore il denomi- 
natore diverrà lo sviluppo di F(a-t-f) — F (a) o semplicemente di F(a-H), 
perchè a essendo per ipotesi radice dell'equazione F(;)=0, si ha F(u)=0. 
Segue da queste osservazioni che il termine indipendente dal nello svi- 
luppo della formola (30; in potenze ascendenti di t coincide col coeffi- 
ciente di | nello sviluppo somigliante di 


(di) 


$(a+t) 

F(h-M) 


(«-H/ • 


Dunque, siccome secondo le nostre notazioni la parte del termine gene- 
rale y r , dovuta alla radice n, è figurata da V ,, il teorema ili Lagbangg 
equivale in altri termini a dire, che: il valore di V, , , , dee essere uguale al 
coefficiente di - nello sviluppo in poterne ascendenti di t della formola (31;; 
ed cccone la dimostrazione. 
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Posto per compendio: 

(SS) 

si avrà per la (28) 

(33) 


... *<•). 
? = A«) 


v. = 


?*"(<■) 

1.2.. .(* — I) 


Ora se nella (32) si ponga a-H in luogo di a , verrà: 




c se i due membri si dividano per 1‘, si avrà in virtù della (29) : 


(34) 


pt (•+<)= 


M °+0 

F(a-H) 


(«+')' • 


Sviluppando i due membri secondo le potenze ascendenti di l saranno 
eguali ne’ due sviluppi i coefficienti delle stesse potenze di x\ ed è poi 
chiaro che il secondo conterrà necessariamente, al pari del primo, delle 
potenze negative di t. Intanto posto mente alla (33) si vede clic il valore di 
V r coincide col coefficiente della potenza <*"’ nello sviluppo di $(o-H); 

esso dunque nello sviluppo di ossia del primo mcmbrodella(34), 

coinciderà col coefficiente della potenza jiepcrconseguenzadovràpure 
coincidere col coefficiente della stessa potenza nello sviluppo del secondo 
membro, vale a dire della formola (31); e con ciò resta dimostrato il 
teorema di Laceunce. 

Questo teorema importante è il fondamento delle ricerche da noi espo- 
ste nella Memoria tulio sviluppo delle funzioni fratte razionali. 
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